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  چکیده
برای درمان سرطان در زمان  یبه دنبال ارائه روش بنابراینهای طولانی مدت وجود ندارد. دارودهی در زمانامکان ، مقاومت داروییو به دلیل اثرات جانبی 

این  گردد و مدل درمانی سیستم بر مبنایدرمانی ارائه میشیمی-درمانیروش درمان ترکیبی ایمنی بدین جهت. باشیممیمبتنی بر شرایط سنی بیمار  ،محدود

درمانی به هدایت مسیر یابد. در این روش درمانی با استفاده از ایمنی درمانی به اصلاح دینامیک سیستم و با استفاده از شیمیه میتوسعروش درمانی جدید 

ر به تحلیل پایداری و پدیده انشعاب د ،اصلاح دینامیک سیستم جهتپردازیم. برای یافتن پارامترهای موثر حرکت سیستم به سمت نقطه تعادل مورد نظر می

شرایط سنی بیمار در ارائه روش درمانی تاثیرگذار است، یک سیستم فازی مبتنی بر روش ممدانی برای . ازآنجاییکه پردازیممیدینامیک بدون ورودی سرطان 

-یشترین درجه کنترلارائه شده است. همچنین برای داشتن ب SDREهای وزنی در تابع هزینه روش درمانی و تنظیم ماتریستعیین حداکثر دوز داروی شیمی

-پذیری ارائه و بر مبنای آن بهترین نوع تفکیک مدل غیرخطی سیستم به حالت شبهدترمینان ماتریس کنترلقدرمطلق پذیری یک تابع هزینه مبتنی بر انتگرال 

 باشد.بودن نوع درمان ارائه شده می ضروریدهنده سازی نشانخطی بیان شده است. نتایج شبیه

 ، انشعابSDREدرمانی، کنترل بهینه درمانی، ایمنیدرمان ترکیبی، شیمی : کلمات کلیدی
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Abstract  

Due to side effects of cancer drugs, it is impossible to impose a long term treatment. In order to finite duration treatment with as less as side 

effects a mixed chemo-immunotherapy treatment has been presented. The mathematical model has been extended based on this new 

treatment protocol. The immunotherapy modifies the dynamics of the system and the chemotherapy guides the trajectory of the system 
toward the preferred equilibrium point. For identifying which parameters are effective on the dynamics of the system, the stability of the 

equilibrium points and the bifurcation of the system has been studied. In order to consider the age condition of the patients a Mamdani fuzzy 

system for adjusting the maximum chemo-dose and the elements of the weighting matrix has been considered. Moreover, for deriving the 
best pseudo-linear form of the system for maximum controllability degree an optimization problem by regarding a new cost function has 

been solved. The simulation results show that modifying the dynamics of the system in essential for finite duration treatment.   
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-1  مقدمه 
سلول های  تعداد کل 2013طبق تحقیقات انجام شده در سال      

بدن ها در  سلولاین   .[1]باشد می 3.72×  1013 سالم در بدن انسان 

تکثیر سلولی،  حال تقسیم و تکثیر هستند.گاهی در فرآیندانسان در 

طی فرآیندی این  ،شود. سیستم ایمنی بدن یک سلول معیوب تولید می

دهد. به هر  کند و اجازه تقسیم آن را نمی سلول معیوب را نابود می

های معیوب فراهم علتی اگر این فرآیند مختل شود، زمینه رشد سلول

 شده و با تکثیر آنها هسته اولیه تومور به وجود خواهد آمد. 

این مکانیزم رشد . های توموری نسبتا سریع است ساختار رشد بافت

تومور، در شرایطی که هیچ تغییر بیولوژیکی دیگری در آن رخ ندهد، 

 شود.  منجر به تبدیل تومور به حالت تعادل سیستم می

بحث تشخیص به  ،یکی از مهمترین مشکلات در درمان سرطان

بسیاری از بیماران به دلیل تشخیص . زودهنگام آن استو  موقع

اند که از جمله دلایل آن  دیرهنگام این بیماری قادر به درمان آن نبوده

و  یسازمروزه، مدلا ت.سخت بودن روندهای تشخیصی این بیماری اس

 ،پزشکان جمله از محققان از یاریتوجه بس مورددرمان سرطان 

قرار گرفته ترل ن کنسیو مهندن دانایاضیری، شناس ستیمتخصصان ز

داروها و  نیاز ا یناش یبه منظور اجتناب از عوارض جانب .[2]است 

انجام  برنامه منظم کیاساس  بردارودهی  دیمصرف دارو، با زانیحفظ م

مشکل استفاده شده  نیحل ا یبرا یمختلفی کنترل یهاروش .پذیرد

 ،مصرف داروها زانیم یسازنهیها علاوه بر بهروش نیاستفاده از ا است.

کنترل  هینظر .کندیکمک م ی نیزسرطان یهابه کاهش موثر سلول

استفاده  یدرمانیمیدرمان ش یبندمشکلات زمان یسازدر مدل نهیبه

 کیتوسط حل  دارو نهیبه میزان مصرف، مسئله نیشده است. در ا

 .دیآیبدست م لیفرانسیمعادلات د یسر

های های کنترلی در درمان سرطان، از روشاستفاده از روشدر 

کاهش حساسیت نسبت به مدار باز و مدار بسته بهره گرفته شده است. 
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های استفاده از روش کنترل تغییر در پارامترهای سیستم یکی از مزیت 

باشد. عدم موفقیت درمان با استفاده از روش کنترل مدار مدار بسته می

نشان داده شده است.  [3]غییر در پارامترهای سیستم در باز به واسطه ت

این عیب با استفاده از روش کنترل مدار بسته حل شده ، [4]اما در 

از این رو در این مقاله، روش کنترل مدار بسته مورد استفاده قرار  است.

-بازگشت سرطان پس از طی یک دوره درمانی یکی از اصلیگیرد. می

با  این مشکل در این مقالهباشد. ترین مسایل در درمان سرطان می

مورد بررسی قرار گرفته و حل شده  سی دقیق دینامیک سرطانبرر

 است.

درمانی ابتدا به عنوان یک مسئله ی درمانی شیمیی برنامهمسئله

. در [5]مطرح شد  1977کنترل بهینه توسط سوان و وینسنت در سال 

هایی انجام دادند ، پارکر و دویله یک بررسی کامل از مقاله2001سال 

سازی ریاضی کردند و بخش کوچکی را به دارو را مدل که تحویل

، 2007 . در سال[6]ی سرطان اختصاص دادند شیمی درمانی بهینه

های پیلیس و همکارانش یک مدل کنترل بهینه را که تعامل بین سلول

کرد توسعه دادند های ایمنی و داروی ضد سرطان بیان میتومور، سلول

نترل بهینه ، دی اونوفریو و همکارانش یک مدل ک2009. در سال [7]

های درمانی های آنژیوژنیک و برنامهبه منظور پیدا کردن بازدارنده

آنژیوژنسیس فرآیندی . [8]درمانی به طور همزمان، ارائه کردند شیمی

های قبلی است. در سال های خونی جدید از رگشامل رشد رگ

سازی در برنامه های بهینهای از مدل، شی و همکارانش، خلاصه2011

بین استفاده از کنترل پیش. [9]درمانی ارائه کردند های درمانی شیمی

-، مرادی و همکاران مقایسه2013در سال بررسی شده است.  [10]در 

ای را بین سه روش کنترلی بهینه در درمان سرطان را انجام دادند 

درمان ترکیبی رادیودرمانی و  2016. غفاری و همکاران در سال [11]

. لوباتو و [12]ز مورد بررسی قرار دادنددرمانی را در درمان متاستاشیمی

سازی همکاران یک استراتژی بهینه برای درمان سرطان با روش بهینه

 سازی چندهدفهبهینه .[13]اند ارایه کرده 2016چندمنظوره را در سال 

در بسیاری از موارد فوق،  .مورد استفاده قرار گرفته استدر  [14]

مسئله بازگشت سرطان پس از طی یک دوره درمانی مورد بررسی قرار 

 .که در این مقاله اهمیت این موضوع بررسی خواهد شد نگرفته است

 راتییتغ لیممکن است به دل دینامیکی یهاستمیس یفیک رفتار

پس از  در بسیاری حالات سرطان کند. رییتغ شدیدا آنها یدر پارامترها

های سرطانی به عبارت دیگر، پس از کاهش سلول کند.یدرمان، عود م

های های درمانی، پس از قطع دارودهی، سلولبا استفاده از روش

در این  کنند.سرطانی مجددا با سرعت بالایی شروع به رشد مجدد می

 شنهادیپبهینه برای درمان قطعی در زمان محدود  روش کی مقاله

سلامت خود را  ماریب پس از توقف دارودهی،که  یبه طورخواهیم کرد؛ 

همچنین، شرایط سنی بیمار با استفاده . گرددبازیافته و بیماری بازنمی

 ،در این پژوهشاز یک سیستم فازی مورد ملاحظه قرار گرفته است. 

با و دارودهی بهینه را  سرطان  مدل یک و گسترش لیو تحل هیتجز

ی از دیدگاهی جدید بررسی درمانیمیو ش درمانیایمنیاضافه کردن 

 خواهیم کرد.

در بخش بعد مدل  .در ادامه به صورت زیر خواهد بود ساختار مقاله

ریاضی سیستم بیان خواهد شد و در بخش بعد از آن به بررسی 

سی دینامیک رپردازیم. برای بردینامیک سیستم بدون ورودی می

ها و انواع نقاط تعادل به همراه تحلیل پایداری آن 3سیستم در بخش 

به تحلیل پدیده انشعاب در دینامیک سیستم به واسطه  4در بخش 

پردازیم. مختصری از روش کنترل می سیستمارامترهای تغییر در پ

به کنترل  6شود و در بخش توضیح داده می 5در بخش  SDREبهینه 

سازی بر روی دو بیمار پردازیم. نتایج شبیهبهینه ترکیبی سرطان می

گیری و ارائه شده است. در انتها نتیجه 7جوان و کهنسال در بخش 

 مراجع آورده شده است.

 

-2 یاضی سرطانمدل ر 
ومور از مدل ریاضی در این مقاله برای بررسی دینامیک ت        

ای از تعامل مدل معرفی سادهکنیم.  این استفاده می [15] ارائه شده در

دهد.  را ارائه می 𝑦(𝑡)با سلول های تومور   𝑥(𝑡)های اثرگذار بین سلول

که بیماری سرطان، تغییر در دینامیک سیستم بدن توسط  از آنجا

، باید [16]باشد تضعیف سیستم ایمنی بدن می های مخرب وورودی

-عبارتروش درمانی ارائه شده این تغییرات مخرب را اصلاح کند. به

ای این دیگر، باید تغییر ماندگار در دینامیک سیستم ایجاد نماید. بر

های درمانی به صورت انتگرالی بر روی منظور باید برخی از ورودی

، سیستم با یسیستم چنینپارامترهای سیستم اثر ماندگار بگذارند. 

 .[17] شوددینامیک تغییرپذیر نامیده می

امتغیر با زمان فرض کنید سیستم غیرخطی ن :1قضیه 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥), 𝑓(0) = یک سیستم با دینامیک تغییرپذیر در برابر یک  0

ورودی زمان محدود باشد که این ورودی دارای دارای انتگرال غیرصفر 

گاه خود است. در این صورت حداقل یکی از پارامترهای سیستم در تکیه

 ■[18]تغییر کرده است.

 

-بر مبنای این قضیه، برای تغییر در دینامیک سیستم، باید مدل

 سازی به صورت زیر باشد:

(1) {
𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝜇)                           

𝜇̇ = 𝑔(𝑢(𝑡))    𝑡1 < 𝑡 < 𝑡2
 

بخشی از پارامترهای سیستم است که توسط ورودی زمان  𝜇که 

پذیرد. در این صورت پس از قطع ورودی برای اثر می 𝑢(𝑡)محدود 

𝑡 > 𝑡2 :داریم 𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝜇′) ≠ 𝑓(𝑥, 𝜇)  به عبارت دیگر، پس از قطع .

𝑡ورودی، دینامیک سیستم نسبت به قبل از اعمال ورودی برای  < 𝑡1 

   تغییر کرده است.

شده در فوق، در این مقاله اثر درمان  نبا توجه به مطالب بیا     

در نظر  7تا  2در معادلات درمانی و واکسن درمانی ترکیبی شیمی

 ،که به خاطر تاخیرهای دینامیکی گرفته شده است. باید توجه داشت

شود، درمانی در بیماران با تاخیر زمانی ظاهر میاثر کامل واکسن

بنابراین در این مدل از یک سیستم دینامیک اشباع برای تغییر دادن 

 𝜎پارامترهای سیستم استفاده شده است. اثر واکسن بر روی پارامترهای 

 ،𝛿  و𝜇 مدل اصلاح شده اثر واکسناین . در [19]لحاظ شده است-

𝑣𝑣(𝑡)درمانی در مدل ریاضی توسط ترم  ≥ . نشان داده شده است 0

شود که نرخ تغییرات این پارامترها با اندازه بزرگی ورودی فرض می

𝑣𝑣(𝑡) مقادیر [21. 20]متناسب است .𝜇𝜎 ،𝜇δ و𝜇𝜇  به ترتیب به

بستگی دارند. این ضرایب به صورت اشباعی به  𝜇و  𝜎  ،𝛿 هایدینامیک

های زیستی عضوهای که مربوط به محدودیت 𝑘𝜇و 𝑘𝜎 ،𝑘𝛿حدود نهایی 

شوند. علاوه بر این اثر بدن و انباشتگی اثرات خارجی هستند اشباع می

مقدار عامل  𝑉𝑀(𝑡)شود که وارد معادلات می 𝑀(𝑡)درمانی با ترم شیمی
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 درمانی تزریق شده در هر روز به ازای هر لیتر خون است.شیمی  

(2)  𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝜎 − 𝛿𝑥 + 𝜌𝑥

𝑦

𝑦 + ƞ
− 𝜇𝑥𝑦 − 𝐾𝑥𝑀𝑥 

(3)  𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝛼𝑦(1 − 𝛽𝑦) − 𝑥𝑦 − 𝐾𝑦𝑀𝑦 

(4)  𝑑𝑀

𝑑𝜏
= −𝜉𝑀 + 𝑉𝑀(𝑡) 

(5)  𝑑𝜎

𝑑𝜏
= 𝜇𝜎𝑣𝑣(𝑡) (1 −

𝜎

𝑘𝜎

) 

(6)  𝑑𝛿

𝑑𝜏
= 𝜇𝛿𝑣𝑣(𝑡) (1 −

𝛿

𝑘𝛿

) 

(7)  𝑑𝜇

𝑑𝜏
= 𝜇𝜇𝑣𝑣(𝑡) (1 −

𝜇

𝑘𝜇

) 

به طور  δرشد کرده و با نرخ  σ های سالم با نرخسلول در این مدل

نشان دهنده تحریک  2روند. عبارت سوم در رابطه طبیعی از بین می

های سرطانی است که به صورت های سالم به واسطه وجود سلولسلول

های سالم در سازی شده است. سلولمدل ρاشباع با نرخ  عبارت دارای

های روند. سلولاز بین می 𝜇های سرطانی با نرخ اثر رقابت با سلول

از  ناشی رفتار این ترم .کندرشد می 𝛽−1تا حد اشباع  𝛼 سرطانی با نرخ

در  𝐾𝑦و  𝐾𝑥درمانی با ضرایب  . اثر شیمیباشدمیهای زیستی محدودیت

رائه شده است. باید توجه داشت که میزان دوز داروی تزریقی نیز امدل، 

بر دارای محدودیت است؛ زیرا در غلظت بالا، مواد سمی آسیب جدی 

 کنند.  های سالم بدن وارد می بافت

 

 درمان بدون حالت -2-1
درمانی، درمانی و شیمیهای مربوط به واکسنبا حذف عبارت     

 به صورت زیر خواهد شد: )دینامیک آزاد( مدل بدون درمان

(8)  𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝜎 − 𝛿𝑥 + 𝜌𝑥

𝑦

𝑦 + ƞ
− 𝜇𝑥𝑦 

(9)  𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝛼𝑦(1 − 𝛽𝑦) − 𝑥𝑦 

  
ازای تغییر در پارامترهای سیستم، رفتار سیستم به در این مدل به 

کند. ابتدا به تحلیل نقاط تعادل سیستم و سپس اثر کلی تغییر می

پردازیم. مقادیر نامی پارامترهای سیستم در تغییر در پارامترهای آن می

 آورده شده است. 1جدول 
 

 [15]مقادیر نامی پارامترها -1جدول 

 مقدار تخمینی پارامتر

σ 1181/0 

𝛿 3743/0 

𝜌 131/1 

ƞ 19/20 

𝜇 00311/0 

𝛼 636/1 

𝛽 002/0 

𝐾𝑥, 𝐾𝑦 0.8 

𝜉 0.9 

-3 تعیین نقاط تعادل و بررسی پایداری 
 با را برابر 9و  8 معادلات تعادل سیستم، نقاط تعین منظور به     

آید. سیستم دارای  داده، و با حل آنها نقاط تعادل بدست می قرار صفر

باشد. نقطه تعادل بدون تومور که در آن جمعیت دو نوع نقطه تعادل می

ز لحاظ بیولوژیکی بسیار حائز اهمیت های سرطانی صفر است و اسلول

-ها صفر نمیاست؛ و نقطه تعادل سرطانی که در آن جمعیت این سلول

سازی لیاپانوف باشد. برای بررسی پایداری نقاط تعادل از روش خطی

 باشد:می 10کنیم. ماتریس ژاکوبین سیستم به صورت استفاده می

 

(10) 𝑋̇ = 𝐴𝑋, 𝐴

= (
−𝛿 − 𝜇𝑦∗ + 𝜌

𝑦∗

𝑦∗ + ƞ
𝜌𝑥∗

ƞ

(ƞ + 𝑦∗)2
− 𝜇𝑥∗

−𝑦∗ 𝛼(1 − 𝛽𝑦∗) − 𝛼𝛽𝑦∗ − 𝑥∗

) 

 

-مختصات مربوط به نقطه تعادل سیستم می ∗𝑦و  ∗𝑥که در آن 

 باشند.

 

 نقطه تعادل بدون تومور -3-1
 و قرار دادن 9و  8با صفر قرار دادن طرفین معادلات در      

𝑦∗ =  شود: نقطه تعادل بدون تومور حاصل می،  0

(11)  𝑦∗ = 0 , 𝑥∗ =
𝜎

𝛿
 

 10(  در ماتریس ژاکوبین 11جایگذاری نقطه تعادل رابطه ) با     

 داریم:

(12)  𝐴 = (
−𝛿 (

𝜌

ƞ
− 𝜇)

𝜎

𝛿

0 𝛼 −
𝜎

𝛿

) 

بنابراین، برای منفی بودن مقادیر ویژه سیستم حول این نقطه      

نقطه تعادل بدون تومور باید  درنتیجه، پایدار مجانبی بودنتعادل و 

 داشته باشیم:

(13)  𝛼 −
𝜎

𝛿
< 0 

 

 یتعادل سرطاننقطه  -3-2
∗𝑦 ، با فرض 9با مساوی صفر قرار دادن رابطه       >  داریم:  0 

(14)  𝑥 = 𝛼(1 − 𝛽𝑦) ≡ 𝑔(𝑦) 
را در  14دهیم و رابطه  مساوی صفر قرار میرا  9زمانی که رابطه   

 گردد: رابطه زیر حاصل می ؛کنیم جایگذاری می 8رابطه 

(15)  𝑥 =
𝜎

𝛿 + 𝜇𝑦 − 𝜌𝑦/(ƞ + 𝑦)
≡ 𝑓(𝑦) 

 
 

 𝑓(𝑦)و  𝑔(𝑦)نقاط تعادل سرطانی سیستم از تلاقی دو معادله      

، 1که به ازای پارامترهای نشان داده شده در جدول  شوندحاصل می

 (.1اند )شکل ترسیم شده

، 10و قرار دادن در رابطه  𝑓(𝑦)و  𝑔(𝑦)با استفاده از روابط 

 شود:ماتریس ژاکوبین سیستم به شکل زیر ساده می



 

ب
قال

 
ش

پی
 

س
وی

ن
 

جل
م

 ۀ
ی

دس
هن

م
 

ک
انی

مک
 

اه
شگ

دان
 

یز
بر

ت
 

ی 
سال

 ار
ل

فای
در 

ه، 
شت

نو
ن 

ً ای
فا

لط
(

ود
ش

ف ن
حذ

) 

 

(16)  𝑋̇ = 𝐴𝑋, 𝐴 = (
−

𝜎

𝑥
𝑥 (−𝜇 + 𝜌

ƞ

(ƞ + 𝑦)2
)

−𝑦 −𝛼𝛽𝑦
) 

 16پایداری نقاط تعادل سرطانی، با جایگذاری در ماتریس ژاکوبین 

شود. با یک بررسی ساده مشخص و محاسبه مقادیر ویژه آن تعیین می

باشد )نقطه شود که سیستم دارای نقطه تعادل سرطانی پایدار میمی

E4  به ازای مقادیر داده  1(. مسیر حرکت سیستم در شکل 1در شکل

شود نشان داده شده است. همانطور که مشاهده می 1شده در جدول 

به ازای این مقادیر، سیستم دارای دو نقطه تعادل پایدار و دو نقطه 

باشد. البته، تغییر در پارامترهای سیستم، به شدت تعادل ناپایدار می

خش بعد به گردد که در بموجب تغییر در رفتار دینامیکی سیستم می

 پردازیم.آن می

 
نقاط تعادل سیستم به ازای صفحه فاز سیستم به همراه  -1شکل 

 1پارامترهای داده شده در جدول 

         

-4 در سیستم 1بررسی انشعاب 
در ادامه به بررسی تغییر در دینامیک سیستم ناشی از تغییر      

پردازیم. تغییر شدید در دینامیک سیستم در پارامترهای سیستم می

-ناشی از تغییرات کوچک در پارامترهای سیستم، انشعاب نامیده می

های ایمنی شود. در این مدل به بررسی سه پارامتر مهم نرخ رشد سلول

(𝜎نرخ مرگ سلول ، )( های ایمنی𝛿و نرخ مرگ سلول ) های ایمنی به

یم. نمودار تعداد نقاط تعادل پرداز( می𝜇دلیل رقابت بین سلولی )

که به لحاظ فیزیولوژیکی قابل  𝜎سرطانی سیستم بر حسب تغییرات 

از  𝜎نشان داده شده است. تا زمانی که مقدار  2قبول است در شکل 

باشد، فراتر نرفته است، سیستم دارای سه نقطه تعادل سرطانی می 0.2

. با فراتر رفتن از شدنشان داده  1ه نمودار صفحه فاز سیستم در شکل ک

سیستم فقط یک نقطه تعادل سرطانی دارد که صفحه فاز به ، این مقدار

نشان داده شده است. چنانچه مقدار این  3ازای این مقدار در شکل 

ای حد نیز فراتر رود، سیستم هیچ نقطه تعادل سرطانیاین  پارامتر از

برد و سیستم ندارد. به عبارت دیگر، فرد در سلامت کامل به سر می

های ای قادر به حذف سلولگونه درمان بیرونیایمنی بدن بدون هیچ

نشان دهنده دینامیک یک فرد کاملا  4شکل  (.4سرطانی است )شکل 

سالم است که توانایی سیستم ایمنی بدن تا حدی است که هرگونه 

برد و مسیر حرکت سلول سرطانی ایجاد شده در بدن را از بین می

                                                           
1 Bifurcation 

 کند.ه سمت حالت سالم هدایت میسیستم را ب

 
نقاط تعادل سرطانی سیستم به ازای پارامترهای داده شده در  -2شکل 

 ( 𝝈 )نمودار انشعاب بر حسب پارامتر 𝝈، برحسب 1جدول 

 

 
، 1به ازای پارامترهای داده شده در جدول  صفحه فاز سیستم -3شکل 

𝝈و  = 𝟎. 𝟒 

 

 
، 1سیستم به ازای پارامترهای داده شده در جدول  صفحه فاز -4شکل 

𝝈 و = 𝟎. 𝟕 

 

 𝛿نمودار تعداد نقاط تعادل سرطانی سیستم بر حسب تغییرات      

نشان داده شده  5که به لحاظ فیزیولوژیکی قابل قبول است در شکل 

ای که در شکل مشخص است، سیستم در بازه 𝛿است. با قرار گرفتن 

ل سرطانی است و خارج از این بازه دارای یک نقطه دارای سه نقطه تعاد

نشان  6تعادل سرطانی است که صفحه فاز خارج از این بازه در شکل 

 داده شده است.
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نقاط تعادل سرطانی سیستم به ازای پارامترهای داده شده در  -5شکل 

 (𝜹 )نمودار انشعاب بر حسب پارامتر𝜹، برحسب 1جدول 

 

 

 
، 1سیستم به ازای پارامترهای داده شده در جدول  فازصفحه  -6شکل 

𝜹و  = 𝟎. 𝟏, 𝟎. 𝟖  

 𝜇نمودار تعداد نقاط تعادل سرطانی سیستم بر حسب تغییرات      

نشان داده شده  7که به لحاظ فیزیولوژیکی قابل قبول است در شکل 

 است. 

 
نقاط تعادل سرطانی سیستم به ازای پارامترهای داده شده در  -7شکل 

 (𝝁 )نمودار انشعاب بر حسب پارامتر𝝁، برحسب 1جدول 

 𝛿مشابه با پارامتر  𝜇رفتار دینامیک سیستم نسبت به تغییرات 

سیستم  ای که در شکل مشخص است،در بازه 𝜇است. با قرار گرفتن 

دارای سه نقطه تعادل سرطانی است و خارج از این بازه دارای یک نقطه 

نشان  8تعادل سرطانی است که صفحه فاز خارج از این بازه در شکل 

 داده شده است.

 

 
، 1سیستم به ازای پارامترهای داده شده در جدول  صفحه فاز -8شکل 

𝝁و  = 𝟎. 𝟎𝟎𝟏, 𝟎. 𝟎𝟏𝟓  

 

-SDRE 5 تئوری کنترل بهینه  
 و زمان با متغیر  غیرخطی نا سیستم شود می فرض          

سازی به شکل و تابع هدف برای بهینه 17شکل رابطه  به پذیر  مشاهده

 :باشد 18رابطه 

(17)  𝑥̇ = 𝐴(𝑥)𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑥)𝑢(𝑡) 

(18)  
𝐽(𝑥, 𝑢, 𝑡) =

1

2
𝑥𝑇(𝑡𝑓)𝐻𝑋(𝑡𝑓)

+ ∫ (𝑥𝑇𝑄𝑥 + 𝑢𝑇𝑅𝑢)𝑑𝑡 
∞

0

 

 نیز Rو  معین مثبت متقارن وزنی ماتریسهای Qو    R،18در      

 R انتخاب ماتریس های وزنی .باشندمی معین مثبت اکیدا وزنی ماتریس

 SDREنقش مهمی در عملکرد سیستم کنترلی دارند. در روش   Q و

باشند. فرم کلی  تابعی از حالت سیستم می B(x)و  A(x)ماتریس های 

 شود: محاسبه می 19ورودی کنترلی به صورت رابطه 

(19)  𝑢 = −R−1BT(x)P(x)x 

به دست  وابسته به حالت از حل یک معادله ریکاتی P، 19در      

 آید. می
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منحصر به فرد  17حالت داده شده در رابطه های ماتریس      

𝑓(𝑥)نیستند. به عنوان مثال اگر  = 𝐴1(𝑥)𝑥 و 𝑓(𝑥) = 𝐴2(𝑥)𝑥  دو فرم

در  𝐴(𝑥)متفاوت از نمایش سیستم باشند، فرم های جدید دیگری برای 

 آید. بدست می 20قالب رابطه 

(20) 𝐴(𝑥, 𝛼) = 𝛼𝐴1(𝑥) + (1 − 𝛼)𝐴2(𝑥) 

در حل مسائل، حالتی انتخاب شود که ماتریس های   بهتر است     

𝐴(𝑥)و 𝐵(𝑥)  ماتریس کنترل پذیری  باشند. ی را داراپذیرکنترلحداکثر

𝜙
𝐶

 است: 21به صورت رابطه  

(21) 𝜙
𝐶

(𝑥) = [𝐵(𝑥)    𝐴(𝑥)𝐵(𝑥)   … 𝐴𝑛−1(𝑥)𝐵(𝑥)] 

 

پذیری نیز وابسته به شود، ماتریس کنترلهمانطور که مشاهده می

 باشد.حالت سیستم می
 

با درنظر گرفتن تغییر در  کنترل بهینه سرطان  6-

 دینامیک سیستم
رشد تومور برای مدل  SDRE در این بخش روش کنترل بهینه     

 ابتدا شود. برای این منظور که در بخش قبل بررسی شد، استفاده می

خطی نوشت. بنابراین سیستم معادلات با باید سیستم را به شکل شبه

برای این د. نشو ا بازنویسی میدانتقال به نقطه تعادل بدون تومور مجد

 ریم:گیدرنظر می 11با توجه به رابطه  منظور تغییر متغیرهای زیر را

(22)  𝑥 = 𝑥1 +
σ

δ
 

(23)  𝑦 = 𝑦1 
(24)  𝑀 = 𝑀1 

,𝐴(𝑥با تغییر متغیر داده شده در فوق، ماتریس       𝛼)  با درنظر

 . [22] خواهد بود 25به صورت  𝛼5تا  𝛼1گرفتن درجات آزادی 

(25)  𝐴(𝛼, 𝑥) = [

𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴21 𝐴22 𝐴23

0 0 −𝜉
] 

(26)  𝐴11 = −δ + 𝛼1(
ρy1

y1 + η
) + 𝛼2(−𝜇𝑦1)

+ 𝛼3(−𝐾𝑥𝑀1) 

(27)  𝐴12 =  
−𝜇𝜎

𝛿
+

𝜎ρ

𝛿(𝑦1 + ƞ)
+ (1 − 𝛼1) (

ρ𝑥1

𝑦1 + ƞ
)

+ (1 − 𝛼2)(−𝜇𝑥1) 

(28)  𝐴13 = −(1 − 𝛼3)𝐾𝑥𝑥1 −
𝐾𝑥𝜎

𝛿
 

(29)  𝐴21 = −𝛼4𝑦1 

(30)  𝐴22 = 𝛼(1 − 𝛽𝑦1) −
𝜎

𝛿
− (1 − 𝛼4)𝑥1 − 𝛼5𝐾𝑦𝑀1 

(31)  𝐴23 = −(1 − 𝛼5)𝐾𝑦𝑦1 

(32)  𝐵 = [0 0 1]𝑇 

بهتر است به  𝛼5تا  𝛼1های حالت داده شده، ضرایب برای ماتریس

پذیری کنترل درجهای انتخاب شوند که سیستم دارای حداکثر گونه

 باشد.می 33پذیری به صورت رابطه باشد. ماتریس کنترل

(33)  

Φ𝑐(𝑥, 𝑦)

= [

0 𝐴13 𝐴11𝐴13 + 𝐴12𝐴23 + 𝐴13𝐴33

0 𝐴23 𝐴13𝐴21 + 𝐴22𝐴23 + 𝐴23𝐴33

1 𝐴33 𝐴33
2

] 

-با استفاده از نرم 34با درنظر گرفتن تابع هزینه  𝛼5تا  𝛼1ضرایب 

برای این منظور، از دستور  اند.سازی شدهبهینه MATLABافزار 

fmincon در این تابع  استفاده شده است. درونینقطه مبتنی بر با روش

 پذیریقدرمطلق دترمینان ماتریس کنترل هزینه، هرچه مقدار انتگرال

پذیری دارای درجه بالاتری در دامنه کاری سیستم بیشتر باشد، کنترل

 بوده و ورودی کمتری برای اعمال شدن به سیستم نیاز است.

(34)  𝜒 = ∫ ∫|det (Φ𝑐(𝑥, 𝑦))|𝑑𝑥 𝑑𝑦 

به ازای پارامترهای  برای حداکثر شدن تابع فوق 𝛼5تا  𝛼1ضرایب 

 باشد:می 35به صورت  1داده شده در جدول 

(35)  

𝛼1 = 1 
𝛼2 = 1 
𝛼3 = 1 
𝛼4 = 1 
𝛼5 = 0 

نقش   Q و R همانطور که گفته شد، انتخاب ماتریس های وزنی 

های  مهمی در عملکرد سیستم کنترلی دارند. هدف، کاهش سلول

های سرطانی در پایان  سرطانی در حین درمان، نابودی کامل سلول

های سرطانی بصورت  دهی است. زمانی سلول درمان و کاهش میزان دارو

روند که،  سیستم حول نقطه تعادل بدون تومور خود  کامل از بین می

حرکت سیستم به سمت ناحیه جذب این نقطه  مسیرپایدار شود و 

شده است تا  درنظر گرفته 18هدایت شود. تابع هزینه بصورت رابطه 

های  های سرطانی، با تغییر پارامتر علاوه بر به حداقل رساندن سلول

ن را نیز تقویت کند. همانطور که گفته شد، دفوق، سیستم دفاعی ب

یی در کارایی کنترلی روش های وزنی اثر بسزا انتخاب درست ماتریس

ارتباط مستقیم دارد، و  𝑄کنترل بهینه دارد. تغییرات ورودی با ماتریس 

های وزنی در ماتریسکند.  برعکس عمل می 𝑅این رابطه برای ماتریس 

 اند.انتخاب شده 37و  36تابع هزینه به صورت 

(36)  𝑄(𝑥) = [
𝑞11 0 0
0 q22 0
0 0 1

] 

(37)  𝑅 = 4 × 1012 
در درمان سرطان باید به آن توجه داشت، یکی از مواردی که 

درنظر گرفتن شرایط خاص بیمار از جمله شرایط سنی اوست. برای یک 

توان دوز داروی بیشتری را نسبت به یک بیمار کهنسال بیمار جوان می

تجویز کرد، زیرا بدن یک بیمار جوان توانایی بیشتری برای بازسازی 

یک بیمار کهنسال باید دوز های سالم دارد. درحالیکه برای سلول

زیرا بدن یک بیمار کهنسال توانایی بازسازی  ،کمتری را پیشنهاد داد

های سالم های سالم را ندارد و باید تا جای امکان به حفظ سلولسلول

های سالم و نشان دهنده اهمیت سلول 𝑞11در بدن او اهتمام ورزید. 

𝑞22 با توجه به منطق  های سرطانی است.نشان دهنده اهمیت سلول

برای بیمار کهنسال باید بزرگتر و برای بیمار  𝑞11بیان شده در قبل، 

 شود.تر انتخاب میبزرگ 𝑞22جوان 

برای درنظر گرفتن این مسئله، یک سیستم فازی برای استخراج 

توابع عضویت پیشنهاد گردیده است.  𝑢𝑠𝑎𝑡و همچنین  Qوزنی  ماتریس

)نشان داده شده در  Qهای ماتریس وزنی ایهسن بیمار، درمربوط به 

 آورده شده است. 9در شکل و حداکثر دوز دارو ( 36رابطه 

نشان  2قوانین فازی برای سیستم استنتاج ممدانی نیز در جدول 

 داده شد است. 



 

 
7 
 

ب
قال

 
ش

پی
 

س
وی

ن
 

جل
م

 ۀ
ی

دس
هن

م
 

ک
انی

مک
 

اه
شگ

دان
 

یز
بر

ت
 

ی 
سال

 ار
ل

فای
در 

ه، 
شت

نو
ن 

ً ای
فا

لط
(

ود
ش

ف ن
حذ

) 

  قوانین فازی -2جدول   

 𝑢𝑠𝑎𝑡 𝑞11 𝑞22 سن

 متوسط متوسط متوسط کودک

 بزرگ کوچک زیاد جوان

 متوسط متوسط متوسط میانسال

 کوچک بزرگ کم کهنسال

 

 
های ماتریس وزنی توابع عضویت مربوط به سن بیمار و درایه -9شکل 

Q و حداکثر دوز دارو 

 

-7 سازینتایج شبیه 
-سازی روش درمانی ترکیبی ارائه شده میدر این بخش به شبیه

درمانی درمانی و شیمیپردازیم. برای این منظور از ابتدای درمان واکسن

کنیم. وظیفه واکسن درمانی اصلاح و بهبود دینامیک سیستم را آغاز می

درمانی حرکت دادن حول نقطه تعادل بدون تومور و وظیفه شیمی

مسیر حرکت سیستم به سمت ناحیه جذب نقطه تعادل بدون تومور 

است. چنانچه سیستم فقط دارای یک نقطه تعادل سرطانی باشد، آن 

طه تعادل سرطانی پایدار بوده و سیستم آزاد به سمت آن نقطه نق

، رفتار سیستم تحت 10(. در شکل 8و  6، 3کند)شکل حرکت می

درمانی و بدون اصلاح دینامیک سیستم نشان داده شده است. شیمی

برای یک دوره  درمانیشود، با اعمال شیمیهمانطور که مشاهده می

 E1ت نقطه تعادل بدون تومور ، مسیر حرکت سیستم به سممحدود

درمانی به دلیل ناپایدار بودن کند؛ ولی پس از قطع شیمیحرکت می

به سمت نقطه  مجددا نقطه تعادل بدون تومور، مسیر حرکت سیستم

کند. به عبارت دیگر، پس از قطع درمان، تعادل سرطانی حرکت می

ستم ، اصلاح دینامیک سی10با توجه به شکل  کند.سرطان عود می

باشد. از این رو، طبق قضیه برای داشتن درمان زمان محدود ضروری می

های درمانی اعمالی به سیستم باید به اصلاح ؛ برخی از ورودی1

های دینامیک سیستم بپردازند. به عبارت دیگر، باید برخی از ورودی

   درمانی بر روی پارامترهای سیستم اثر ماندگار داشته باشند.

ارائه شده با درنظر  ترکیبی سازی روش درمانیشبیه در ادامه به

سازی را برای دو حالت بیمار پردازیم. نتایج شبیهگرفتن سن بیمار می

جوان و بیمار کهنسال که بیماری خاص دیگری ندارند ارائه خواهیم 

  کرد.

 

 

 

 
مسیر حرکت سیستم و رفتار زمانی سیستم بدون اصلاح  -10شکل 

 درمانیبرابر درمان غیرترکیبی شیمی دینامیک در
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 بیمار جوان -7-1 

درمانی حال  گیریم.ساله را درنظر می 22در این حالت یک بیمار 

-درمانی به صورت همزمان اعمال میدرمانی و شیمیترکیبی واکسن

ساله بیشینه دوز  22سیستم فازی طراحی شده برای بیمار جوان شود. 

 77.98را به ترتیب  Qو ضرایب ماتریس  1.84درمانی را داروی شیمی

نشان داده شده  11درنظر گرفته است. همانطور که در شکل  4.404و 

است، واکسن درمانی باعث شده است که دینامیک سیستم اصلاح شود 

و نقاط تعادل دیگری در صفحه فاز سیستم وارد گردند )تبدیل 

-(. همانطور که مشاهده می1ل به شک 6دینامیک آزاد سیستم از شکل 

شود، نقطه تعادل بدون تومور در این حالت نیز ناپایدار است ولی نقطه 

های سرطانی تعادل پایدار دیگری وجود دارد که در آن تعداد سلول

های سالم در آن قابل توجه است. در باشد، ولی تعداد سلولصفر نمی

های سرطانی وجود های سالم و هم سلولاین حالت در بدن هم سلول

دارند؛ و با قرار گرفتن در ناحیه جذب این نقطه تعادل پایدار، رشد 

-شود. در این حالت وظیفه شیمیهای سرطانی متوقف میشدید سلول

 E2درمانی قرار دادن مسیر حرکت سیستم در ناحیه جذب نقطه تعادل 

-باشد. پس از قرار گرفتن مسیر حرکت سیستم در این ناحیه، میمی

توان درمان را متوقف نمود، زیرا در این حالت سیستم آزاد و بدون 

ورودی جدید نسبت به قبل تغییر کرده و خودش به سمت نقطه تعادل 

E2 کند.به صورت نوسانی حرکت می 

 

 بیمار کهنسال -7-2

در این حالت گیریم. ساله را درنظر می 60در این بخش یک بیمار 

ان پارامترهای سیستم تغییر کنند. برای بهبود کامل بیمار همچنباید 

 0.15های سالم را به درمانی سطح رشد سلولکنیم که ایمنیفرض می

افزایش داده باشد. بر مبنای سیستم فازی طراحی شده، بیشینه دوز 

و  16.34را به ترتیب  Qو ضرایب ماتریس  1.414درمانی داروی شیمی

درمانی، به سطح ایمنی در این حالت با توجه درنظر گرفته است. 16.73

. بنابراین، (12)شکل  بزرگتر شده است E2ناحیه جذب نقطه تعادل 

تر شده است. همچنین با توجه به اینکه درمانی کوتاهطول دوره شیمی

درمانی بیمار کهنسال درنظر گرفته شده است، سطح دوز داروی شیمی

 باشد.تر مینسبت به بیمار جوان پایین

درمانی ، با توجه به سطح ایمنی12و  11های با توجه به شکل

به سمت نقطه  E4انجام شده، سیستم از خطر نقطه تعادل سرطانی 

. برای داشتن بهبودی )فاز اول درمان( هدایت شده است E2تعادل 

زیرا  ،باشددرمانی نمیکامل در هر دو بیمار، دیگر نیازی به انجام شیمی

 E2جذب نقطه تعادل پایدار مسیر حرکت سیستم همچنان در ناحیه 

قرار دارد و چنانچه اغتشاشی به سیستم اعمال گردد، مسیر حرکت 

-درمانی، میسیستم به سمت این نقطه بازخواهد گشت. با ادامه ایمنی

ای بر روی پارامترهای سیستم اثر گذاشت که در نهایت توانیم به گونه

نقطه تعادل  که تنها ،گردد 4دینامیک آزاد سیستم مشابه با شکل 

 .)فاز دوم درمان( باشد که پایدار نیز هستمی E1 در صفحه فاز موجود

 

 

 

 
مسیر حرکت سیستم و رفتار زمانی سیستم در برابر درمان  -11شکل 

 ساله 22درمانی برای یک جوان ایمنی-درمانیترکیبی شیمی
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در برابر درمان  مسیر حرکت سیستم و رفتار زمانی سیستم -12شکل 

 ساله 60برای یک کهنسال  درمانیایمنی-درمانیترکیبی شیمی

-8 گیرینتیجه 
در این مقاله روش درمانی جدیدی مبتنی بر تغییر در دینامیک 

آزاد سیستم برای درمان سرطان ارائه شده است. برای این منظور از 

درمانی در فاز اول و ایمنی درمانیدرمانی و ایمنیدرمان ترکیبی شیمی

درمانی جلوگیری از استفاده شده است. وظیفه شیمی تنها در فاز دوم

درمانی )واکسن( اصلاح های سرطانی و وظیفه ایمنیرشد سلول

باشد. دینامیک سیستم با اثرگذاری بر روی پارامترهای سیستم می

ستفاده ا SDREهمچنین برای بهینه شده درمان از روش کنترل بهینه 

پذیری، در محاسبه شده است و برای داشتن بیشینه درجه کنترل

خطی از یک تابع هزینه جدید استفاده شده است. برای ماتریس شبه

درنظر گرفتن شرایط سنی بیمار یک سیستم فازی طراحی و اعمال 

در تابع هزینه و همچنین بیشینه دوز  Qشده است که ماتریس وزنی 

سازی نشان نتایج شبیهکند. مال را محاسبه میدرمانی قابل اعشیمی

-دهنده اهمیت تغییر در دینامیک سیستم در کنار کنترل رشد سلول

 های بدن است.
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