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Abstract 
Vibrations due to backlash and other nonlinear effects is a common problem in industries with power transmission systems with 
gear. Various dynamic models show chaotic behavior in power transmission systems that use spur gears. The aim of this study is to 
control the chaotic behavior in spur gear transmission system by transferring the system onto an existing unstable periodic orbit and 
tracking the trajectory using sliding mode control. The proposed model in this study considers a pair of spur gears with time 
dependent stiffness, backlash and static translation error. Firstly, the dynamic equations are extracted and the effect of model 
parameters on system response are indicated by simulation results. Then using Poincare’ map and an efficient algorithm, the unstable 
periodic orbit is detected. Finally, the sliding mode controller is designed to track the desired trajectory obtained from the unstable 
periodic orbit. The simulation results show the performance of the proposed controller.  
Keywords: Chaos, Chaos control, Spur gear system, Unstable periodic orbit, Sliding mode control. 

   

 

1 - ���6�   

?�� 5����� .�9 �
������ ��7��. ��O. -�>�	  ����;�B �P=

����2�0 � 6�,�7��� ��,)Z �� .�-� ��,
V -�>�	 �Y� �O ��
� 

:; 6�,�7���� F���G �� ����� -��O ���� � ��� �
������ 

-�>�	 .�9 ����;�B .� ������ ��S� �� �� �-� ���� 5�0� .�9 

� � ����;�B���5� a� ��@ ?�8��� ����6 ��-��;�� 6�,�7��� .� �
�� 

�� ��, 9�� ���� <�� :;� ����� . 3� cI0� �
��8� .�3� �O V��dS9

 �-� ��, ��
� Q�� N��O�,� ��� � ����;�B �P= >�	�- .�9�������

 ��9�� >�M ��a �O e�L�� V
� ���:;��<  �� >�	�- ��� � 5��O

�� 5�0�.�9�  

R�,� ��7� �O �FC; ��a �O. ��-�� ��� ��  �O �� �-� >Y����

��,
f ����� 	O��� � ��	M� �,�OT� .��� 	O��� ��, �� 1B��
f 

������  ��
1 -�>�	 T� �O �/�� �N��O�,���6�� 	O���.  !-�� ��

-�>�	 � .�, �9��;
V  ��, �/�� >Y���� ��� � ��=� �O �� �-�

- !-�� 5��O ���]���>�	 ��5�� - ��� � 6�� ��HO ���>�	  ��

��W O��� < 6�,�7��� . .����:;�� - ���>�	  3��O �O �/�� ����;�B

O�I� 6��g�� Y��� �
��/ �Q � ���F � �-
W  ?�a W9�� � NC2�-�

- �� �@� W9�� � �Sb�>�	 �
�9 � ���3� [�O �@� �O�
  ������

�� ���Z� 3� E@��� hH<� �� 5�-��2� .
V �6��g >0B,��� �� ����  �

M��a ��� .�9 ,�� 6�,�7��� ���;� ������ ��S� 3� .�9 ����;�B �9 �� 

�� �Y� �S� �Z������3 ��� .� - ���>�	  ��,�O ��,�� N��O�,� ��� �

i7O �� � >Y���� 6���-�� ������ 5��3 3� �9 3� ���8� �O0��� (�  ��

���M O �R����� 6�,�7������0 �� ��,� �� .���/ �, 6�,�7���
���� 

O ��F � �-���0 (��; (�Z � �� � �-�h .�9 ,��� 4�	; 3��  �O

������ �9 � .�9��]�  6��@ ?�8���W
�Q � �� 
�O�6�� �� . �9 

�->�	 .�9 ����;�B 5��� ?�8��� .� �Y� �O ��
� 9�. :; 6�,�7���� 

-��O ����� � ���@� ����� �9������� �. <�:;��  �� �Z �Y� ��

S�� �, ?�- �� �-�9 � 5��Z3�� .1986 �b�S/� .�  l�B 6[�8� 3�

� �� ��,
V M��: -��O ��� ��O �8�a �� �2�� �. �FC; � .�  �� �2�� 3�



 

 

2 

- 
��

 N
��

O�
,�

 6
�,

�7
��

� ?
��

��
�

>�
	

 
6

��
@ ?

�8
���

...
 

a� ���8� .� ]�����-� l�B �O1.[  

 o� 3�� 5� 3�
O�� .�9 @��p ��3� �
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�/O�= 1
�]� ?�8��� .�:; .��,

 sO�@ �
3 6��F �O � ��O �9��; .��Z�� o����  3� �7O�� ������-�

]�-� 5��O14: [  

 ��ω#   �:O�� 3� � .��Z�� o���� ω# = n�ω� = n�ω�  �-�O

����
�ω�   �ω� �
��3 �b�-����;�B .��� �9 ��I- .��,�O

����;�B ��7@�� � ���7� �O ��	O�� �� R����� �7O�� 6��F �O Q�� �9

�������� 5��O ��-� .��Z�� `�4�9 �� �9 ��I- �� V
� 3� .��,

�� o����  � 5��3 �O ��T�� � R����� f	O 3� ���P�-� �O .�-� .��Z

]�-� 5��O sO�@ �
3 6��F �O ��I- ����7� �
�� 14:[  

�� �� .���� ����0Z o����  �O ���-�� �7O�� 6��F �O 5���

 1
�]�ω%  6��F �O:�,�� �
3  

)7(  T�(t) = T'� + ()T*+ cos( rω*t + φ*+)01
+23  

 1����
� �O >��M ����7��� �-�O �
3 6��F �O >�	�- :�
�  

)8(  m d6x�dt6 + c dx�dt + k(t)f�(x�) = F9' + F9#(t) + F9*(t) 

:>
��� 5� .��O ��  

  m = :;:<:;+<=>:<+;= , F9#(t) = −m @=#(A)@A=  , F9' = m(BC<+<:< + BC;+;:; )   

 3� ����� ��F*  K�F ��-� .���� ����0Z 6���-�� �O w�O�� ��

�� �Y��
3 .�9������� G
�7� �O >�	�- �7O �O ����7� .>���  5��O sO�@

:�-�  

x = DE�   , ωF = GHC'  , τ = ωFt , μ� = K6'LM , kN *+ = HO6'LM=,  ΩH = LQLM   , Ω# = LRLM , F9' = STC�HC  , FN#+ = #`O�   

�O 3� o� ��3 o� EO���� G
�7� �
3 6��F �O .3�- �7O:��,  

)9(  f�(x) = � x − (1 − α)                     1 < xαx                               − 1 ≤ x ≤ 1x + (1 − α)                   x < −1  

 V� �Z �Y� �� �O ��α �� �PF �O��O �=�� EO�� 1
 �O �� 5� 5���3 

6��F �Of�(x) = −0.1667x + 0.1667xZ  �3 h
�8�  s�,)2 (

]14.[  

  
 D
�3 -  ���" G��( < 
62 G��(3 ]7% �� ��� �"C I8+6(14[  

  

.��� �9��; �-� �O �
3 6��F �O ��, �7O �O ����7� �
�2� �� 

)10(  

d6xdτ6 + 2μ� dxdτ + \1 + 2 ( kN *+ cos(rΩHτ + ϕH+)1
+23 ^ ×

× (−0.1667x + 0.1667xZ) =
= FN' + ((rΩ#)6FN#+ cos(rΩ#τ + ϕ#+)1

+23  

 s�,4 �	�- .��O �� 3�  �]PF �S�-�� �O .��b 6��F �O >

) ����� w�,4/0  �1�� 5�0� N��O�,� ���M �� ( �7��:� �� .�9�

���, .��O ��L�M.3�- .�9������� ?�� 1������9 3� f8  .��b .�9

-2 -1 0 1 2

x

-1

-0.5

0

0.5

1

fh
)1(  I� d6θ�dt6 + c ar� dθ�dt − r� dθ�dt − dedtb r� ++ r�k(t)f�)r�θ� − r�θ� − e(t)0 = T� 

)2(  I� d6θ�dt6 + c ar� dθ�dt − r� dθ�dt − dedtb r� ++ r�k(t)f�)r�θ� − r�θ� − e(t)0 = −T� 

)3(  f� =
⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧

r�θ� − r�θ� − e(t) − (1 − α)bb < r�θ� − r�θ� − e(t)α)r�θ� − r�θ� − e(t)0−b ≤ (r�θ� − r�θ� − e(t)) ≤ br�θ� − r�θ� − e(t) + (1 − α)bb < −(r�θ� − r�θ� − e(t))
 

)5(  e(t) = e at + 2πω#b = ((e+ cos(rω#t + ϕ#+))1
+23  

)6(  k(t) = k \t + 2πωH^ = k' + ((k+ cos(rωHt + ϕH+))1
+23  
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 �
3 6��F �O �9������� �
�- .�-� ��, ���P�-� 5��3 �O ��T��

�� �9����8�.���,  μ� = 0.7, kN *+ = 0.1, ΩH = Ω# = 0.7, FN' = 0.01, FN#+ = 0.28 

  

3 -  < 
K3��<" �)"$��L<��,� �)�8���� �)�� :,M�8 
	�- 5�, N��O�,� ���� �-��O .�9��QO� V
��S2� 3� ��
 �>�

 �� .�-� ���T� sO�@ ������� 1
 h	M �O �4;�, �� ����S�3� ���P�-�

 ������� h	M �O ������
� ?�� �4;�,�� ����S� �/�
�ijk  ��, >-�

 ��/
� �g��O � �-� ���2= e�� 3� ?�� V
� �� �4;�,�� 3��O .�-�

�� .�� 1���H��S9 � 1���H����9 .�9���� ] �9�14.[  ����S�

��, ^�I�	� �, �U��� ����S� �O� ] ��14 5��O �� ��,�� s��� pO�:� [

���, � 6[��7� �]F ����� .3�-.�-� ��, `�/�� .�9 

  
 D
�3 -  ������� h	M �O >�	�- �4;�,�� ����S�lmn 

  

 ���� >�	�- R����� ���
���� .�9���� 5��� ���� .��O �� .����

�� ���@ ���P�-�>�
��4�� �O pO�:� ����Z ] �� ��, � �7�22�� [ .�,�O

] �� ���� (�� p�a22 >�	�- ���
���� ���� 5��� ���� .��O �[

��		Z �7O �O .�n  �������� �,�4� ����� 5��O �/�
� �� ��   6��F �O

�� ���P�-� �
3 ����, ����� �:O�� 3� ��-� �Y� ���� >�	�- .��O-

]>���22:[  

)11(  oH>3 = p*(oH) + q(p*(oH) − oH) 

 

  
D
� 4 -  "$�< B2�N �"+�E�" ����3+4 B�� .,/�� >)+� C�M ����+(

L$�% 

  

 R���� 3� R����� ���
���� ���� 1
 E@�� ��p sM 3� ��
 .�9

����7� p*(oH) − oH = 0  5� �� �� �-�p*(oH)  ����� 5��Op  �����

 �� ����3 ��, 5��O �:O�� �� .�-� ��, 5��O �,�4� �����   1
 ��,

 R���� �O R����� ���
���� ����p �� �
 �� o
���� .>
�Q  �O y�  �:O�� ��

]�-� ��-�]� sO�@ �
3 6��F22:[  

)12(  q = )ct − u(o)0(u(o) − t)v3 

5� �� ��   c ∈ (−1,1)  � �O�g 1
u(o) = xpy(o)xo   o
����

�� ��-�]� �
3 6��F �O ���8� V
� �� �� �-� �O���t]��,22:[  

)13(  u(oz) = { u'
*v3
'2z  

 �/�
� �� �� oz  � �-� ����� .��O e��, �:8� 1
u'2 xp(oC)xo 

 5� �� �� �-�o| = p(o|v})   �   ��PZ (�� �O �=�� �O .��O �9��;

.��� �9��; ���T� �HM�� �9 �� �O���t o
���� ��,  >�	�- .��O

3� R����� ���
���� ���� 1
 V� �
 .��O �� �� >�
��4�� \]O ����  R����

) ����� ���8� .�3� �O 1
09/0 � 29/0 E:@ }:- �O �������� �,�4� � ( x6 = 0  ���8� .�, .3�- �����x* = (0.42932502061, 0)  .��O

.�-� ���� �-�O N��O�,� >�	�-  

  

4 -  *+,�- ��- �� .,/�� #���$�% ��,M� *+,�-


�012 �� ����- 
 5��O `��8� ��,QT� �� ?���� >2� 6��F�v; 3� ��
 �O��O �� 5�

��7:@ `�b]�-� 6�,�0�<� � �926 .[ � �ZX
� V
� �O �=�� �O

 ��� ?���� 5� �� �� ����  �O ��=�� ������
� ?�� pO�:� V��dS9

 �� �Z ��2O ������ V
� 3� ��,�O .���
�� 6��g� sO�@ ?�� .��O �,QT�

 .�,�5��3 �O ��T�� .�9������� �O ����;�B >�	�- .��O ��-� V
� �O 

��7:@ `�b 6��F �O �9������� V
� �� �Z �Y� �� ���]� ����� �O �
�9

 �� ������ �M��a \]O ���� >�	�- .��O ���M V
� �� � �, ��9��;

.�, �9��; `�/�� �,QT�  

:O��) �10(  ����;�B >�	�- s�	���P
� 6[��7� ����� 5��O

 .�-� ������ .���� ��iM 5��O ���->�	�- �O >��M 6[��7�  ��

 ���- ����;�B �P= 6��@ ?�8��� ������ >�	�- .��O ���M .�i 

?��4�- V� �Z �Y� �� �O  ������u  �O .���� ����0Z 1
 5���b  �O

�� ��,�� �
3 6��F:��,  

)14(  

x� 3 = x6 x� 6 =
= −2μ�x6 − \1 + 2 ( kN *+ cos(rΩHτ + ϕH+)1

+23 ^ ×
× (−0.1667x3 + 0.1667x3Z) + FN' +
+ ((rΩ#)6FN#+ cos(rΩ#τ + ϕ#+)1

+23  + u 

 >�	�- N��O�,� ��� � �� �-� V
� ������ K�9 WIO V
� ��

 �R����� ���
���� ���� �O >�	�- ?�8��� �O R����� .��� � �O � K)M

 ����� 3� �:; ��< ������ ���Sb >�	�- ��Y�� V
� �O .��, s
���n 

5� �� �� �
��4O �Y� �� �� �
3 ��7:@ `�b �O o� = [ x3, x6, … , xF ]B = [x3, x� 3, … , x3(Fv3)]B ∈  �F  �� ]�,�O26.[  

)15(  o� = �(o) + �(o)u + � 

 V��dS9� ∈ �F � >�	�- �O .���� (�0�<�  �(o) = �z(o) + ∆�(o) ∈ ��  ��(o) = �z(o) + ∆�(o)  ∈ RF �� .�,�O�z  ��z 
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 EO��� ���� �S	@f �b  G
�7� ~�  �O .���	9��  ���8� 5���b �O

 6��F �O �:; ����O �R�H:�� = o − o@ �� G
�7� �� K�9 .��,

 5���-� �/�
�� → 0  �� ?���� �M��a .��O �HM�� V���� .�-�

 �Y� �� �� �
3 (QT� }:- .�-� (QT� }:- 1
 G
�7� �,QT�

]�
��4O26:[  

)16(  s = �B� 

 5� .��O �� � = [ c3, c6, … , cF]B �� 1
 �� ����F �� .�,�O

 5��3 �� �,QT� �� ��,�O ��,�� ��=� h-��� ������ 5���@ ���]�

 �
3 6��F �O �,QT� �� �� �:; 1����
� .��O �9��; �-��-� sO�@

�� ��,��:��,  

)17(  cFe3(Fv3) + cFv3e3(Fv6) + ⋯ + c3e3 = 0 

�HS= ��B �� ���, R�I��� .�]� �O � ���� �
�O h
��L .� φ(λ) = cnλn−1 + cn−1λn−2 + ⋯ + c1 �0
� .���� �B �S- .�9

 �� �:; 1����
� 6��F V
� �� .�,�O fH�I� �]PF �� ���9�� ��]�

 R�I��� ��]� ����� .��O �9��; ���
�� �,QT� ��c  f
��, �b(x)  �O �
�O

���Z �:O�� �� �,�O .��)�B�z(o)0B�B��(o)� < δ < 1  ���@�O

]�,�O26 �� .[δ �� ~�  V��dS9 .�-� �8�8M ���� ���8� 1
 -

 �� >���‖�(o)‖ < ζ(o)  �‖�‖ < ξ .���	9  

�O `3[ ������ 5���@ ?�M  ��T�� ����� � ����/� �U��4S9 ��Y��

>
��� �� �-�O �� �PF }:- .�� �,QT� }:- .���� �M��a K�9 .

 ������u �,�O ���@�O �
3 w�, �� �-� .�]� �O �-� ]26 .[ 

)18(  ss� < 0 

 EO�� ����3 p�0� 5��O V�7� �P�� V�Si� .��O w�, V
�

) �:O�� K�������25 .�-� ��, �� �Z �Y� �� () w�, �Z�18 ���@�O (

 �O �� ������ .���� .�-� �-��-� sO�@ � ���� ��=� �,QT� �� ��,�O

�� �
3 6��F:>�	
��  

)19(  u = uz + u� 

 �S	@uz  ) >�	�- ���� WIO15 �S	@ � (u� ��7:@ `�b �O -

�� 6�,�0�<� � �9]�3����26) w�, ���
� .��O .[18 ��, ���@�O (u�  � uz �� ��,�� �
3 6��F �O]��,26.[  

)20(  uz = −(�B�z(o))v3(�B�z(o) − �Bo� @) 
)21(  u� = −)�B�z(o)0v3βsgn(s) 
)22(  β > ‖c‖(ζ(o) + ξ) + δ|�B(o� @ − �z(o))|1 − δ  

] ��26��i@ �� [�� 6��g� .� .��O �� ��, `�b �O >�	�-

) ��7:@12) (QT� }:- �(18) ������ 5���@ � (19( -)22 V�Si� �(

�� .�, �9��; �PF �:; ���]� 5��3 �� �� ��, �2=.���@�O  w�,

 �:O��22] E=�� �O �=�� �O ��7:@ `�b V�
�� � [�O 5��� �26 �
�O [

 6��F �O‖�‖ < ξ�3>) ¡�(¢)£0¤¥ ¡¦�(¢)3v§ > 1 .��,�O ���@ �O  

  

 ����< ������ �M��a .��O (�� V�S9 3� p�8]� V
� �O �:;

) 6[��7� �O >�	�- ?���� ��Y��14.�, �9��; ���P�-� (  

) >�	�- .��O14 6��F �O �:; (e3 = x3 − x3@  � e6 = x6 − x6@ �� G
�7�5� �� �� ���,x3@   �x6@  ���� 6[�M

) �O pO�:� .��O �9��; R����� ���
����13 6��F �O �,QT� }:- ( �
3

�� R�I���.��,  

)23(  s = e6 + λe3 

) >�	�- .��O146���b ( 2 ∑ kN *+ cos(rΩHτ + ϕH+)1+23 × (−0.1667x3 + 0.1667x3Z)  �O ��T�� ��I- 6���-�� ����� 5��O

 ��, >�	8� ���8� 5�S9 �O �� �-� ��I- f-��� ���8� ?�M 5��3

 ������-� ?�8��� .�:; �O w�O�� 6���b V��dS9 � �-�∑ (rΩ#)6FN#+ cos(rΩ#τ + ϕ#+)1+23  ���� ���,�O 6��F �O �� 5� 5���

 �O 6���b �� V
� �/�
� �� .� �Z �Y��� >�	�- �O ����� (�0�<�

 ��T�� EO�� 5���b∆�  ) >�	�- �� ��, � �7� �15 �� �Z �Y� �� (

��,�� �-� �O �
3 6��F �O ������ .���� V
��O��O .���.�
�  

)24(  
u == −)−2μ�x6 − (−0.1667x3 + 0.1667x3Z) + FN'0 ++ x� 6@ − λe6 − βsgn(s) 

 }:- .���
�� 6��g�s  ���7� 3� ���P�-� �O ��, �M��a ?���� �

:�-� �
3 6��F �O K������� .���
��  

:�
��4O �Y� �� �� �
3 K������� EO��  

)25(  V(s) = 12 s6 

p�0� �O:�,�� >�9��; EO�� V
� 3� .��Z  

)26(  

V� = ss� = s)x� 6 − x� 6@ + λ(x� 3 − x� 3@)0 =
= s \−2μ�x6 − \1 + 2 ( kN *+ cos(rΩHτ + ϕH+)1

+23 ^ ×
× (−0.1667x3 + 0.1667x3Z) + FN' +
+ ((rΩ#)6FN#+ cos(rΩ#τ + ϕ#+)1

+23  + u − x� 6@ + λe6^ 

 .��)4
�= �Ou ) �:O�� 3�24:�,�� >�9��; (  

)27(  

V� =
= s ª\2 ( kN *+ cos(rΩHτ + ϕH+)1

+23 ^ ×
× (−0.1667x3 + 0.1667x3Z) +
+ ((rΩ#)6FN#+ cos(rΩ#τ + ϕ#+)1

+23  « − β|s| 
 R�I��� ��]� �O �=�� �Oβ ) �:O�� ��22 (V� < 0  � �, �9��;

 K������� .���
�� ���7� ��-��Os  ?���� �O � � � �9��; �PF �S- �O

.���� �9��; �/��S9 �� � �, �9��; �PF Q�� �:; 5� 

  

5 - >C�� ��O� P8�,�  

�8HM ������ >�	�- � N��O�,� ��� � �O ?���� 5��O >�	�- -

���, .�������� 6��F �O ��	O���, D
��� � ��, .3�- .��b .3�-

 s�, �� ��, >-� >�	�- �� V
� .��O6  V� �Z �Y� �� �Oλ = 0.1  �

β = 1  �O h-���� �
��8� V
� .�-� ��, >-�ζ(o) = 0.4267  � ξ = 0.7  ) �:O�� �O h-���� �22 s�, .�-� ��, sF�M (5  ���8�

 6����T�‖�(o)‖  s�, N��O�,� >�	�- .��O4 �� 5�0� �� ����� .�9�

���, V
� ��.3�- .�= �O r�
��B ��
�� 3��O 3� .��Z�H= .��O �9

 e��,� EO�� 3� ���� �-� �O ������ ?��4�- �� ��Cb EO�� 3� ���P�-�
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 5� .��O �� �-� ��, ���P�-� �
3 6��F �Oφ = 0.005  ��, R�I���

.�-�  

)28(  sat)s φ­ 0 = ® +1,                              s > φs φ­ ,                 − φ < s < φ−1 ,                           s < −φ  

  
D
�5 -‖l(�)‖ *�6,�) .,/�� >)+�  �"�� ����3+4 #���$�% &��5 

  

 
D
�6 -  R��� < L$�S� *��K�� �(#���$�% R���)��V� *+,�- .,/�� R���

�6�N 
2+,�- .,/�� -����3+4 B�� .,/�� >)+� �,/�  

  

 s�,7  EO�� 3� �� �-� ����M �� ������ .���� ���9� 5�0� G��

 s�, � ��, ���P�-� ��Cb7  ������ .���� 6����T� ���9� 5�0� R
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